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Общая характеристика 
работы 
Актуальность темы. Основные результаты класси­
ческой теории бесконечно малых изгибаний поверхностей 
получены для регулярных достаточно гладких поверхнос­
тей. Исследование бесконечно малых изгибаний поверхнос-
L ~~..да.с-о тей с особыми точками пр&цставчя:е'I' е.в;иу из ;IJieBQilb!lc;r'тpyд-
н~ задач,~ак как для таких поверхностей классические 
методы, как правило, неприменимы. Если не считать много­
гранников, то в этом направлении имеются лишь отдельные 
результаты. 
С. Э. Кон-Фоссеном исследованы бесконечно малые из­
гибания ребристых поверхностей вращения с коническими 
точками. Н. В. Ефимов, Б. В. Боярский и И. Н. Векуа до­
казали жесткость овалоида, склеенного из конечного числа 
кусков гладких регулярных поверхностей. Б. В. Боярский, 
с использованием интегральной формулы: В. Бляшке, дока­
зал жесп:ость замкнутой кусочно выпуклой (но не выпуклой 
в целом) поверхности, склеенной из конечного числа кусков 
выпуклых поверхностей класса С3 , при условии ее звезднос­
ти и малости имеющихся на вей "прогибов". Л. Г. Михай­
ловым и З. Л. У смановым исследованы бесконечно малые 
из1:7Iба.JПU1 поверхностей вращеmu: с коническими точками 
при некоторых краевых условиях. Р.яд признаков жесткос­
ти кусочно-выпуклых поверхностей, склеенных из конечного 
числа кусков класса С3 , получен в работах П. Е. Маркова 
и В. Т. Фомеяко 
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В работах перечислев:вых авторов не исключалось нали­
чие на рассматриваемых поверхвостях вершив (точек пере­
сечения нескольких линий склеивания). Б. В. Боярским и 
И. Н. Векуа допускалось также наличие конических точек 
при условии, что в окрестности каждой конической точки 
поверхность является прямым конусом. При этом же усло­
вии бесконечно малые изгибания кусочно выпуклых поверх­
ностей с коническими точками рассматривались Л. П. Фо­
МР.нко. 
Требование, чтобы поверхность в окрестности коничес­
кой точки была прямым конусом, позволяет находить яв­
ные выражения для компонентов изгибающего поля, что су­
щественно облегчает задачу. В общем случае такие выраже­
ю1я отсутствуют. Поэтому, задача исследования бесконечно 
малых изгибаний кусочно-выпуклых поверхностей с кони­
ческими точками общего вида наталкивается на серьезные 
трудности и представляется актуальной. 
В последние годы все больше внимания геометров уде­
ляется бесконечно малым изгибаниям многомерных поверх­
ностей. Бесконечно малые изгибания n-мерных поверхнос­
тей в m-мерном евклидовом пространстве рассматривались 
в работах Н. Н. Яненко, П. Е. Маркова, Р. Голдстейна, 
П. Райна, М. Дайцера, Л. Родригеса, К. Тененблат. В пере­
численных работах рассматривались регулярные многомер­
ВЪiе поверхности достаточно высокой гладкости. Поэтому, 
представляется актуальной и задача исследования бесконеч­
но малых изгибаний многомерных поверхностей с особыми 
точками. 
Цепь работы. Целью данной работы являетсJ1 исследо­
вание бесконечно малых иэrибаний кусочно выпукЛЬIХ дву­
мерных поверхностей трехмерного евклидова пространства, 
допускающих наличие вершив и конических точек общего 
вида, а также бесконечно малые изгибания некоторых :мно­
гомерных поверхностей с коническими точками. 
Методика исспе..оВ811ВJ1. При решении поставлен­
ной задачи используются методы современной дифференци­
альной геометрии и топологии, математического анализа, 
функционального анализа, теории уравнений с частными 
производными, теории внешних дифференциальных форм. 
Доказательство основных теорем проводится методом ин­
тегральных формул. 
Науч:иая новизна и праи:тическая значимость ра­
боты определяется следующими полученными в ней резуль­
татами: 
- исследованы бесконечно малые изгибания гладких 
двумерных поверхностей с коническими точками; 
- обобщены на случай поверхностей с коническими точ­
ками и с пониженной гладкостью интегральные формулы 
В. Бляшке и В. Т. Фомевко и П. Е. Маркова; 
- установлены признаки жесткости замкнутых кусоч­
но вЬIПуклых двумервых поверхностей типа тора с особы­
ми точками, расположенных в трехмерном евклидовом про­
странстве; 
- исследованы бесконечно малые изгибания ( k + 1 )-
мерного конуса с k-мерной направляющей, расположенной 
в n-мервой гиперплоскости, 1 ~ k < n, (n + 1)-мерного 
евклидова пространства; получены признаки жесткости та­
кого конуса. 
ТеоретическаJ1 и праи:тическаJ1 ценность. Диссер­
тация носит теоретический характер. ПолучевВЬiе в вей ре­
зультаты могут быть использованы при исследовании бес­
конечно малых изгибаний нерегулярвых поверхностей как 
в трехмерном, так и в многомерных пространствах посто­
янной :кривизны, при решении различных задач римановой 
геометрии, при разработке спецкурсов по дифференциаль­
ной геометрии и математическому анализу. 
АпробациJ1 работы. Основные результаты работы до­
кладывались на следующих конферевциJ1Х и научных се-
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мияарах: на международной школе-семинаре по геометрии 
и авапизу памяти Н.В. Ефимова (Абрау-Дюрсо, 1998 г.), 
на международной школе-семинаре по геометрии и ана­
лизу, посвященной 90-летию Н.В. Ефимова (Абрау-Дюрсо, 
2000 г.), на семинаре по геометрии "в целом" Московско­
го государственного университета (1998, 2001 г.г., рук., 
проф. И. Х. Сабитов, проф. Е. В. Шикин), на научном 
семинаре кафедры геометрии Казанского госуниверситета 
(2001 r., рук. проф. Б. Н. Шапуков), на семинаре по гео­
метрии Ростовского госуниверситета (1998 - 2001 г.г., рук. 
проф. С.Б. Климентов). 
Публикации. Результаты диссертации опубликованы 
в работах [1, 2, 3, 4). Работы (1, 2] выполнены совместно с 
научяым руководителем. Их результаты принадлежах к.а.Ж:s 
дому из авторов в равной мере. 
Структура и объем работы. Диссертация состоит из 
оглавления, введения, четырех глав и списка литературы из 
43 названий. Объем работы - 79 страниц. 
Содержание работы 
В первой главе приводятся вспомогательные факты из 
теории поверхностей трехмерного евклидова пространства 
и теории бесконечно ма.лых изгибаний, на которые опира­
ется основной материал диссертации. В § 1 доказывается, 
что uассические уравнеВИ.fl Гаусса и Петерсона-Кодацци, 
свравецливые для поверхностей класса С3 , сохрав.яют свою 
форму и ДJij[ поверхностей JUiacca С2 , если использовать по­
нятие обобщенного внешнего дифференциала. В § 2 приво­
дятся определения основных понятий из теории бесконечно 
~ изгибаний регуJlj[рных поверхностей и в несколько 
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усиленной формулировке доказываете.я лемма о знаке дис­
криминанта варьированной второй основной формы поверх­
ности, а также лемма о поведении изгибающего поля на 
плоских облает.ах. 
Во второй главе доказывается р.яд утверждений вспомо­
гательного характера. В § 1 показывается, что достаточно 
малая окрестность внутренней конической точки на поверх­
ности допускает инъективное ортогональное проектирова­
ние на касательный конус к поверхности в этой точке. Этот 
факт позволяет ввести аналог .явного задания поверхности 
в окрестности конической точки, используя ортогональное 
проектирование на касательный конус. В § 2 исследуется 
поведение пол.я вращений в особых точках. Доказывается, 
что оно может быть непрерывно (не однозначно) продолже­
но в коническую точку и выясняется асимптотика его про­
изводных. В этом же параграфе иэучаетс.11 поведение поля 
вращений на ребрах и в вершинах. 
Третья глава содержит основные результаты диссерта­
ции. § 1 посвящен выводу основных интегральных формул. 
Здесь известная формула В. Бляшке и формула В. Т. Фо­
менко и П. Е. Маркова обобщаются на случай поверхностей 
с коническими точками. В § 2 формупируютс.11 и доказыва­
ются теоремы о жесткости овалоида класса С2 • Предпола­
гается, что овалоид удовлетворяет следующим условиям. 
1. Он состоит из коне'Чного 'ЧUСла кусков поверхностей 
класса С2 , каждая из которых может содержать лишь 
коне'Чное 'Число кони'Ческих точек. Эти куски мы называем 
гранями. 
2. Каждая грань ограни'Чена коне'ЧНЫМ 'Числом регуляр­
ных дуг класса С2 • Эти дуги мы называем ребрами. Точки 
пересечеИИJI ребер называем: вершинами. 
3. Конические точки не лежат на ребраz. 
4. В каждой конической точке касательный конус к со­
держащей эту точку грани является nовержкостью класса 
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5. Граница каждой плоской максимальной связной ком­
поненты на овалоиде является простой жордановой кри­
вой, состоящей из конечного чuCJ&a регулярны.ж дуг класса 
с2. 
При этих условиях доказывается теорема 3.2.1 о том, 
что овалоид обладает жесткостью вне плоских областей от­
носительно бесконечно малых изгибаний первого порядка 
с непрерывными изгибающими полями, принадлежащими 
классу С2 на каждой грани. Заметим, что эта теорема не 
содержит утверждений о жесткости в целом поверхности, 
содержащей плоские области, например, о жесткости много­
гранника. Следующая теорема не исключает случая, когда 
овалоид JIВЛЯется многогранником. 
ТЕОРЕМА 3.2.2. Овалоид, удовлетворяющий услови­
ям 1 - 51 обладает жесткостью относительно бесконеч­
но малы.ж uзгибаний первого порядка с непрерывными изги­
бающими полями, принадлежащими классу С2 на каждой 
грани и тривиальными на каждой плоской области. 
Результаты этого параграфа не J1ВЛ.потся новыми, псr 
скольку А. В. Погореловым они установлены для овалоида 
без всяких условий на гладкость и регулярность. В диссер­
тацию они включены для демонстрации в простой ситуации 
метода доказательства, который может быть использован 
дШI доказательства жесткости и невыпуклых поверхностей. 
Такие поверхности рассматриваются в § 2. 
В 1938 г. А. Д. Александровым был выделен класс за­
мкнутых поверхностей р<Ща р ~ 1 трехмерного евклидова 
пространства, названных им поверхвостJ11111 Т (поверхнос­
т.11Ми типа тора). Им доказана одвозвачвая определенность 
метрикой поверхностей Т в указавиом IJJacce, а также жест­
кость отвосвтепьво бесконечно малых изгибаний первого 
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порядка. Доказательство жесткости и однозначной опреде­
леиности проводилось при условии кусочной аяа.лв:тичности 
поверхности. Н. В. Ефимовым требование ана.лв:тичности в 
теореме А. Д. Александрова об однозначной определенности 
бЫJiо ослаблено до трехкратной непрерывной дифференци­
руемости. Возникает задача распространения результатов 
А. Д. Александрова и Н. В. Ефимова на поверхности с тем 
же топологическим строением, во с ослабленными требова­
ни.ями к гладкости. На этом пути И. Х. Сабитовым доказа­
на жесткость торообразной кусочно выпуклой поверхности 
вращения, меридиан которой склеен из двух выпуклых ку­
сочно гладких в классе С2 кривых. 
В § 3 третьей главы диссертации рассматриваются бес­
конечно малые изгибания замкнутых поверхностей рода 1 
(которые могут не быть поверх.ноет.ими вращения), склеен­
в.ых из кусков выпуклых поверхностей класса С2 1 и устан:а­
вливается достаточный признак жесткости таких поверх­
ностей. Несмотря на то, что класс поверхностей, рассмат­
риваемых в этом параграфе, довОJIЬно широк, он допускает 
следующее конструктивное описание. 
Пусть F - ограниченная выпуклая поверхность с кра­
ем, лежащим: в некоторой плоскости П, взаимно QДВозначво 
проектирующаяся на плоскость П, удовлетворJ1Ющая пере­
численным выше условиям 1 - 5. Обозначим через h рассто­
.яние от плоскости П до опорной плоскости к поверхности 
F, параллельной плоскости П. Рассмотрим плоскость ?ro, 
параллельную плоскости П, не проход.ящую через вершИЯЪI 
и конические точхи поверхности F, расположенную между 
П и опорной плоскостью и отсто.ящую от П на расстоянии 
h 
1&Q < - . Эта плоскость отсекает от поверхности F шапоч-
2 
ку. Допустим:, что рассто.яние от каждой ковичесIСой точки 
этой шапочки до плоскости 7ro отлично от l&Q. ЗамеН11М эту 
шапочку зеркальвым отражением относительно плосIСости 
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1ro (рис. 1.а) и удалим ту часть возникшей поверхности, 
которая оказалась по раэяые стороны с плоскостью 1ro от 
плоскости П. Получим поверхность F1 с краем, лежащим в 
плоскости П (рис. 1.Ь). 
(\ // 
Рис. 1. 
Отразим теперь поверхность F1 зеркально относительно 
плос:кости П. Полученную поверхность обозначим через F2 • 
Поверхность Ф = F1 U F 2 (рис. 2.а) является первым пред­
ставителем класса поверхностей, рассматриваемого в этом 
параграфе. На рис. 2.Ь изображено сечение ее плоскостью, 
перпендикулярной плос:кости П. 
Рассмотрим теперь плоскость ?Г1 , не проходящую через 
вершины и конические точки поверхности Ф, параллельную 
плоскости п·и отстоящую от нее на расстоянии h1, удовле-
hо твор.11Ющем неравенству 2" < h1 < ho. Заменим часть по-
верхности Ф, лежащую с плоскостью П по раэяые стороны 
от плоскости 11"1 , ее зеркальным отражением относительно 
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Рис. 2. 
плоскости 11'1 (рис. 3.а). А. В. Погореловым эта операция 
называется зеркальным выпучиванием относительно плос­
кости 11'1 . Возникшую в результате описанного зеркально­
го выпучивания поверхность обозначим через Ф1 • Ее можно 
снова подвергнуть зеркальному выпучиванию относитель­
но плоскости 11'2 , проходящей между П и 71"1 мимо вершин 
и конических точек, параллельно этим плоскостям на рас­
стоянии h2 от плоскости П, удовлетворяющем неравенству 
h1 
- < h2 < h1 . Повторим эту операцию вьшучивания k раз. 2 
Полученную поверхность обозначим через фk. Поверхность 
фk подвергнем 1-кратному зеркальному вьшучиванию отно­
сительно плоскостей 11'i, проходящих мимо вершин и кони­
ческих точек параллельно плоскости П по другую сторону 
от нее на расстояниях h~, удовлетворяющих неравенствам 
h~ 
2' < h~н < h~, i = О, ... , l - 1. В результате получим 
поверхность 4{ с "зубчатым" сечением, изображе11НЬ1М яа 
рис. З.Ь. 
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Поскольку плоскости 1ri, 1Г: могут пересекать и содер­
жать ребра, описанной конструкцией может быть получен 




ТЕОРЕМА 3.3.1. Поверхность Фf обладает жест­
костью вне плоских областей относительно бесконечно 
малых изгибаний первого порядка с изгибающими полями, 
непрерывными на Фf и принадлежащими классу С2 на каж­
дой грани. 
Как и в случае овалоида, эта теорема не содержит 
утверждений о глобальной жесткости поверхностей с плос­
кими гранJIМИ, например, мноrоrранвиков. Этот пробел 
устраняется следующей теоремой. 
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ТЕОРЕМА 3.3.2. Поверхность Ф:" обладает жест­
костью относительно бесконечно малыz uзгибаний перво­
го порядка с изгибающими полями, непрерывными на Фf, 
принадлежащими классу С2 на каждой грани и тривиаJ&ь­
ными на каждой плоской области. 
В четвертой главе рассматривается один из модельных 
примеров многомерной поверхности с конической точкой -
(k+l)-мерНЪIЙ конус, расположенный в (п+l)-мерном евкли­
довом пространстве Е"+1 , 1 < k < п, имеющий k-мерную 
направляющую, лежащую в гиперплоскости Е", и одномер­
ные прямолинейные образующие. 
В § 1 приводятся необходимые сведения: из многомерной 
дифференциальной геометрии. В § 2 доказывается 
ТЕОРЕМА 4.2.1. Если k-мерная направляющая 
(k + 1)-мерного конуса является жесткой поверхностью в 
пространстве Е" и в каждой точке имеет типовое чис­
ло t ~ 2, то конус является жестким в (n + 1)-мерном 
евклидовом пространстве Е"+1 . 
С использованием результатов П. Е. Маркова из этой 
теоремы выводится 
СЛЕДСТВИЕ. Пусть k-мерная направляющая 
(k + 1)-мерного к<mуса к.аасса С2 с одномерными прямоли­
нейными образующими лежит в n-мерном евк.аидовом про­
странстве Е" С Е"+1 и в каждой точке имеет типовое 
число t ~ 3. Тогда конус является жесткой поверхностью 
в Е"+1 • 
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